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基于小波的多重分形图像去噪新算法

李会方 ,俞卞章
(西北工业大学 电子工程系 ,陕西 西安 710072 )

摘要 :针对多重分形分析很难估计有限长离散数据的多重分形谱这一问题 ,提出了一种基于奇异性分析的多重分形图像

去噪算法。通过定义基于小波系数矩的配分函数 ,给出了一种有限长离散数据序列多重分形谱估计方法。图像去噪算

法中图像的性质由多重分形谱决定 ,对噪声的类型没有提出任何假设条件 ,而是通过定义一个基于二维微局域 (22mi2
crolocal)分析的变换算子对每一点的 Hausdorff指数进行处理 ,使处理后的图像中大多数点位于平滑区域的同时 ,谱的相

对强度没有变化 ,从而取得最佳效果。实验结果表明 ,该方法在去除噪声的同时可很好地保留原始图像的纹理信息。
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New wavelet2based algorithm for denoising of multifractal images

LI Hui2fang , YU Bian2zhang

( Department of Electronic Engineering , Northwestern Polytechnical University , Xi’an , 710072 , China)

Abstract : A novel multifractal image denoising approach based on singularity structure analysis is proposed to over2
come the difficulty in estimating the multifractal spectrum of discrete data for multifractal analysis. By defining the

partition function for moments of the wavelet coefficients , a new estimator for multifractal spectrum is given. There

is no assumption for the type of noise or global smoothness of original data , and the image is characterized by its

multifractal spectrum. The Hausdorff exponent of the image is processed by defining a new transformation operation ,

so that most of the points in the denoised image lie in the smooth regions while the relative strength of the singulari2
ties is preserved. Experimental results show that the method proposed leads to a smooth image and preserves the tex2
ture information of original images very well .
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1　引　言

　　分形几何是 20世纪 70年代 Mandelbrot 从非

规整几何的量测问题出发 ,探索非线性复杂系统

时创立的新理论。在分形理论中 ,分维数是定量

地描述事物内部结构的复杂变化性 ,反映分形结

构复杂程度的一个重要特征参数。对于严格数学

意义上的单一分形 ,它们具有严格的自相似性和

跨越不同尺度的对称性 ,从而具有唯一的分维 ,因

此用一个分维数可以揭示单一分形的特征。而自

然界中的分形并不是具有严格数学意义上的自相



似性 ,只是近似的统计意义上的 ,因而它们所对应

的分维数在不同尺度观察下不尽相同。在这种情

形下 ,单个分维数不足以刻划其特征 ,通常需要多

个分维数描述 ,这种描述在本质上即为多重分形

方法。

近年来 ,多重分形 (multifractal)分析在奇异信

号结构的研究中引起了广泛的关注 ,特别是在图

像处理中 ,单一的分形维数只能从图像的整体来

揭示图像的本质 ,而忽视了图像的局域特征。因

此 ,对于不同的分形体其分形维数可能很接近 ,甚

至完全相同 ,显然只用单一的分形维数不足以将

复杂繁多的各种分形结构区分开来。多重分形方

法考虑了系统的局域行为及分形体在其形成过程

中不同层次的特征 ,因而可以从系统的局部出发

来研究其最终的整体特征 ,更加全面而有效地对

分形结构进行描述 ,从而揭示出其本质。

多重分形分析的主要缺点之一是有限长离散

数据的多重分形谱估计非常困难。针对这一问

题 ,结合小波可表示奇异性过程的特点 ,基于微局

域分析理论提出了一种将小波和多重分形结合起

来的新的图像处理算法。

2　多重分形与小波理论基础及方法

2. 1　多重分形理论基础

多重分形是研究物理量或其他量在几何支集

上分布的理论 ,支集可能是通常的规则集 ,也可以

是分形集。分形测度的概念可用具有不同标度指

数的分形子集表示。设μ是子集 P中的 Borel 概

率测度 ,对于 P中的每一点 ,定义局部奇异指数

为 :

α( x) = lim
δϖ0

logμ( Bδ( x) )

logδ , (1)

Bδ( x)是中心在 x点 ,半径为δ的开球 ,当上式的

极限存在时 ,α( x)称 Hausdorff 指数 ,可理解为在

x附近的邻域内测度μ的奇异性。具有同样α

( x)值的点构成一个集合 :

E(α) = { x∶α( x) =α} , (2)

为了分析退化的奇异过程 ,定义在半径为ε的α

的邻域内局部奇异点的集合为 :

Eδ(α) { x∶α-εΦα( x) Φα+ε} , (3)

由上式所表示的集合的性质 ,可引入 Hausdorff 维

数 ,即 :

dimHE = inf s∶lim
δϖ0

inf∑
∞

i = 0
| Ei | s = 0 =

sup s∶lim
δϖ0

inf∑
∞

i = 0
| Ei | s = ∞ ,

(4)

式中{ Ei} 1 < i < ∞是 E的δ覆盖 ,即 :

E < ∪∞i = 0 Ei , 　| Ei| <δ, Ei < P , Π i , (5)

最后得到 :

f h (α) = dimHE(α) , (6)

(α, f h (α) )称为多重分形测度μ的 Hausdorff 谱 ,

或局部奇异　。

多重分形的另一种表示为 Legendre 谱 (α, fL

(α) ) ,设τ( q)为由μ的 q阶矩决定的质量指数 ,

T ( q)为配分函数 ,则 :

τ( q) = qα( q) - f (α( q) )

Legendre谱可定义为 :

f (α( q) ) = fL (α( q) ) = inf
q

[ qα- T ( q) ] ,

α( q) =
d T ( q)

d q
, (7)

τ( q)与配分函数 T ( q)之间满足下列公式 :

T ( q)∝ r
τ( q)

, (8)

上式恰为Legendre变换。f h (α)和 fL (α)是对奇异

信号结构的不同表示形式。由于有限长离散数据

的 fL (α)比 f h (α)容易计算 ,因此在图像处理中通

常用 fL (α)代替 f h (α) 。

2. 2　基于小波的局部奇异性检测和多重分形估

计

在许多领域存在着局部奇异特性 (如边沿、尖

点等) ,设一个过程 Y ( x)在时刻 x 的奇异性可用

Hausdorff 指数α( x)表示 ,α定义为α( x )的最大

值 ,则存在一个多项式 P ,当 s 充分接近 x 时 ,满

足 :

| Y ( s) - P( s) | Φ C| ( s - x)α| , (9)

多重分形表示过程的奇异信息 ,另一方面由小波

理论可知 ,小波可表示过程的振荡特性信息 ,考虑

一维正交归一化小波基 :

ψj , k = 2 - jψ(2 - jx - k) 　　( j , k) ∈Z2 , (10)

设小波母函数ψ具有 R阶零矩 ,即 :

∫xrψ( x) d x = 0　　　r = 0 , ⋯⋯, R , (11)

过程 Y在L1范数下的小波系数为

dj , k =∫
∞

- ∞
Y ( x) 2 - jψ(2 - jx - k) d x , (12)
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由上式可知 ,当 k2 - j ϖ x 且 j ϖ - ∞时 , x ∈[ k2 j ,

( k + 1) 2 j ] ,另一方面| Y ( s) - P ( s) | = O | ( s -

x)α|意味着[122 ] :

| dj , k | = O (2 jα) 　　当 2 j ϖ x时

对于一个过程的 N 个采样点 ,根据小波系数{ dj , k

∶j = 1 , ⋯, log2 ( N) , k = 0 , ⋯, N2 - j - 1}在尺度内

具有稳态特性的特点 ,当 q > 1时 ,定义小波系数

矩的估计为 :

Ŝ j ( q) =
1

N2 - j ∑
N2

- j
- 1

k = 0
| dj , k | qd2 jqH 1

N2 - j ∑
N2

- j
- 1

k = 0
| d0 , k | q ,

(13)

为了表示一个过程的奇异结构、小波系数的高阶

相关性与尺度特性 ,由小波系数的性质可定义配

分函数为 :

T ( q) = lim
j ϖ - ∞

log2 E{ | dj , k |
q} , (14)

由公式 (13) , (14)可知 , T ( q)为 2 j尺度下 Ŝ j ( q)的

指数 ,因此在实际中可由 j = j1～ j2 范围内的

log2 Ŝ j ( q)估计 T ( q) ,即 :

T̂ ( q) = ∑
j
2

j = j
1

ajlogŜ j ( q) , (15)

式中加权系数 aj应满足下列两个条件 :

∑j
aj = 0　　　∑j

jaj = 1

时 ,可由式 (13) , (14) , (15)得到 T̂ ( q)的估计。

另一方面 ,由于 T ( q)为凹函数 ,再结合 Leg2
endre变换 ,最后得到基于小波的 ( a , fL ( a) )估计

新算法 :

α̂( qi) = [ T̂ ( qi + 1) - T̂ ( qi) ]/ q0

f̂ L ( a ( qi) ) = qiα( qi) - T̂ ( qi)

qi = iq0 , (16)

3　多重分形图像恢复

　　图像处理在实际中有着广泛应用[324 ] ,多重

分形去噪声的基本思想是去除不需要的不规则

性 ,保留有用的奇异性 ,使去除噪声后大多数点在

平滑区域。对于图像处理 ,由于α( x)值提供了所

分析点规则性的局部信息 , f h (α( x) )值提供了所

分析点规则性的全局信息 ,不同信息的奇异性不

同 ,其α( x) 、f h (α)的分布规律也不相同 ,在信号

和图像的平滑区域α= 2 (或接近 2) ,同时有 f (α

= 2) = 2。相反对于不规则信号有 f (α< 2) = 2和

f (α= 2) < 2。

由此可知 ,只要调整α( x) ,使得所有点的 f h

(α)的最大值 f̂ h 位于α= 1 +ε(ε> 0) ,使大量点

被调整为一致 ,从而导致区域光滑。所以根据多

重分形谱的定义 ,一幅灰度图像中不重要的奇异

性纹理的模型为 :

ϖ ! α0 < 1∶f h (α) = 2

根据上述模型和多重分形谱的性质可知 ,只要对

f h (α)进行变换 ,使获得的 f̂ h (α)在α= 1 +ε,ε> 0

时谱的形状不变 ,也就是说 ,谱 (奇异性)的相对强

度没有变化即可实现图像的去噪。因此 ,假设变

换算子为 O ,则修正后的谱 f̂ h为 :

f̂ h (α) = O{ f h} = f h (α+α0 -ε- 1) , (17)

通过上述变换在得到的图像中 ,大多数点的 Haus2
dorff指数大于 1 ,而且是处处平滑的 ,同时谱 (奇

异性)的相对强度没有变化 ,或者说图像的视觉特

征没有变化。因此 ,从原理上讲该方法并没有损

失图像信息。

4　基于二维微局域分析的谱偏移算
子估计

　　由以上分析可知 ,除了有效的多重分形谱估

计算法 ,多重分形图像去噪的另一关键问题是算

子 O的设计。若信号的小波基为{Ψ( j , k) ,Φk} ,

小波系数为{ cj
k} ,在 x0 点的 Hausdorff 指数为α。

在区域 Dx
0

= { ( j , k)∶x0 ∈sup (Ψj , k ) }中 ,根据小

波系数的性质可知 ,当 j ϖ ∞时 , cj
k ϖ O (2 - jα) 。

所以由二维微局域分析理论[5 ]可知将奇异值从α

增加到α′的最简单方法是 cj
k 乘以 2 - jθ(θ=α′-

α) 。设变换算子为 ( O
θ
x

0
) - 1 ,则 :

( O
θ
x0

) - 1 = 2 - jθcj
k

f
θ= ( O
θ
x0

) - 1 ( f ) , (18)

由[3 ]得 :

S ( f
θ

, x
0
) ( s) = S ( f , x

0
) ( s -θ)

S ( f
θ

, x
0
) ( s)的定义为 :

S ( f
θ

, x
0
) ( s) = sup{ s′∈R∶f ∈«s , s′

x
0

} , (19)

式中«s , s′
x

0
为二维微局域空间 , f

θ在 x0 点的 Haus2

dorff 指数为 :

α( f
θ) = sup{ s∶s + S ( f

θ
, x0

) ( s) = 0} =
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sup{ s +θ∶s + S ( f
θ

, x
0
) ( s) =θ} , (20)

设 :

τ( f , x0
) (θ) = sup{ s∶s + S ( f

θ
, x0

) ( s) =θ} , (21)

则 :

α( f
θ) =τ( f , x

0
) (θ) +θ, (θ> 0) , (22)

τ(θ)在[0 , ∞]内是非减且连续的 ,并有τ(0) =

α。

5　实验结果

　　为了说明本文方法的图像去噪效果 ,采用了

综合孔径雷达 (SAR)图像进行实验。分别采用本

文方法、直方图均衡法和小波变换法对其进行去

噪声处理 ,并对结果进行比较。SAR成像系统产

生的噪声是斑点噪声 ,针对斑点噪声的特殊性 ,即

图像和斑点噪声的奇异性不同 ,可用多重分形方

法处理。

用本文提出的方法实现图像去噪的过程如

下 :

(1)对图像进行小波变换。
(2)由公式 (13)～ (16)计算 (α, fL (α) ) ,并由

fL (α)代替 f h (α) 。

(3)由公式 (20)～ (22)计算θ。
(4)由公式 (18)得到修正后的谱 f̂ h。
(5)根据图像各点的 f h (α)和修正后的 f̂ h 之

间的对应关系 ,修正像素灰度。

图像去噪效果的评估原则为 : (1)在均匀区域

对斑点噪声的抑制能力 ; (2)保留边缘信息的能

力 ; (3)保持图像均值的能力。要同时达到原则
(1)和 (2)的要求比较困难 ,为了更客观地评价本

文算法的图像去噪声效果 ,采用了平滑指数 FI

和边缘保持指数 ESI 作为衡量参数 ,前者为去噪

声后图像像素的均值 M 与其标准差 SD 的比值 ,

它反映了算法对图像的平滑能力 , FI值越大平滑

作用越强 ,其表达式为 :

FI =
M

SD

后者 ( ESI)表示在水平方向和垂直方向的边缘保

持能力 , ESI 值越大 ,意味着边缘保持能力越强 ,

其表达式为 :

ESI =
∑
N

i = 1
| DNR

1
- DNR

2
| 去噪后

∑
N

i = 1

| DNR
1

- DNR
2

| 去噪前

式中 , DNR
1
和 DNR

2
分别表示沿边界交接处 ,左右

或上下相邻像素的灰度值 , N 是采样的样本点

数。

图 1是 256 ×256 像素 , 256 个灰度级的含斑

点噪声 SAR原图像 ,图 2是偏移谱 f̂ h取最大值时

的 Hausdorff 指数偏移 ,ε= 0. 8时本文方法对图 1

去噪声后的恢复图像 ;图 3是ε= 0. 5时本文方法

对图 1去噪声后的恢复图像 ;图 4是ε= 0. 3时本

文方法对图 1去噪声后的恢复图像 ;图 5是 Haar

小波变换算法对图 1去噪声后的结果 ;图 6是直

方图均衡算法对图 1去噪声后的结果。表 1给出

了 FI和 ESI的比较结果。结果表明 ,本文提出的

算法优于直方图均衡算法和小波变换算法 ,而且

在ε= 0. 8时可得到最佳效果 ,这是由于在这种情

况下α接近 2 ,图像处处平滑而且谱 (奇异性)的

相对强度没有变化 ,有效保留了图像信息。另外 ,

本文算法的性能也优于直方图均衡算法。由图 2

和图 5可以看出 ,与小波变换法相比 ,本文方法可

更好地保留图像纹理的细节。

图 1　SAR原始图

Fig. 1　Orignal image

图 2　ε= 0. 8时的去噪声图像

Fig. 2　Denoise image (ε= 0. 8)
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图 3　ε= 0. 5时的去噪声图像
Fig. 3　Denoise image (ε= 0. 5)

图 4　ε= 0. 3时的去噪声图像
Fig. 4　Denoise image (ε= 0. 3)

图 5　小波结果
Fig. 5　Denoise image with wavelet method

图 6　直方图均衡
Fig. 6　Denoise image with Histogram equalization

表 1　去噪效果比较

Tab. 1　Comparison of the denoising capability

SAR原始图 直方图均衡 小波结果
本文算法结果

ε= 0. 8 ε= 0. 5 ε= 0. 3

ESI 1. 000 0. 684 0. 707 0. 922 0. 880 0. 874

FI 0. 629 0. 895 0. 912 1. 218 1. 047 1. 100

6　结　论

　　本文提出的图像去噪算法是一种基于图像和

噪声奇异结构之间差异性的方法 ,这种方法之所

以特别有效 ,是由于对多重分形谱进行变换的同

时 ,谱 (奇异性)的相对强度没有变化 ,保留了谱的

形状和图像信息。实验结果表明 ,本文方法优于

传统算法 ,能有效地滤除斑点噪声干扰 ,保护图像

细节。

基于多重分形的信号处理方法不仅可用于去

噪 ,而且在图像纹理分析、雷达信号处理和通信信

号处理等方面也极其有利。
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